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短序

做这份真题解析的初衷是我们在考研的时候或多或少受过他人的帮助，因此，我们也希

望竭尽所能，回馈大家。我们非常欢迎大家对本解题手册提出意见，也非常欢迎大家把不明

白的地方反馈给我们。总而言之，非常欢迎大家发邮件和我们讨论概念、解题方法、直觉、

动机 (motivation) 等。

本解析分为三个部分：第一部分是真题；第二部分是解析；第三部分是我们对这 8 年真
题所涉及到的知识点进行的总结。

这份解析只是初稿，肯定存在各种各样的错误，希望读者朋友们为我们提出意见；在第

三部分我们提供了一些习题，我们为这些习题提供了解答。对于本手册的建议、错误报告、

索取第三部分习题解答，可以联系邮箱：wenjyun.zheng@gmail.com。

最后：希望我们都能达到自己的纳什均衡:
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Chapter 1

2013 年卷

小试牛刀. 一个消费者消费食用油 (X1) 和大米 (X2），一单位食用油价格是 2 元加 1 单位

粮票。一单位大米价格是 1 元加 1 单位粮票。此人拥有 60 元钱和 30 张粮票。效用函数

U(X1, X2) = X1X2 + 10X2。

(i) 当货币和粮票不能互换的情况下，画出可能的 X1 和 X2 消费集。求出最优消费量。

(ii) 假若存在黑市交易，该消费者可以以一元钱买入或者卖出一单位粮票，在图上画出可
能消费集合。求出 X1，X2 最优消费量，请问该消费者会购买或者卖出多少粮票？
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CHAPTER 1. 2013 年卷 6

小试牛刀. 两个居民生活在同一社区。房屋的价值都是 W 万元。每个人房子发生火灾的概

率是 P，并且相互独立，损失是 L 万元。有下述两种情况:

▶ A : 两个人独立承担风险；

▶ B : 二人签一份风险共担协议，发生火灾后，会收到来自另一人的 0.5L 的补偿。

(i) 给出每种情况下每个人房屋财产的价值及对应的概率，并求出在 A、B 两种情况下的

房屋期望值。

(ii) 如果二人是风险中性的话，证明上述两个方案对于这两个人来说没有差异。

(iii) 如果二人是风险厌恶的话，证明风险共担方案会更受偏好。



CHAPTER 1. 2013 年卷 7

小试牛刀. 有一个小贩在香山山道上出售一种只有他能编织的工艺品。周围有一定的群众在
围观。这个小贩没有固定成本，但编织一个工艺品的成本是 5。他们的反需求函数是:

▶ p(x1) = 60− 4x1

▶ p(x2) = 40− 2
3
x2

(i) 求小贩的最优定价。

(ii) 假设小贩实行“量大从优”的政策。即设定一个购买量 x，当购买量大于 x 的时候价

格是 p2，购买量小于 x 的时候，价格是 p1，p2 < p1。求这个购买限制量 x 和两个价

格 p。



CHAPTER 1. 2013 年卷 8

小试牛刀. 王刚和李红作为一个小组完成作业。该作业通过与否是按照小组来评判的。通过
对二人的效用都是 3，没通过的效用是 0。二人可以选不努力 (N)，低努力 (L)，和高努力

(H)。对于李红，三种努力的成本分别是 0, 1, 2；对于王刚，三种努力的成本分别是 0, 2, 4。

只有当至少一个人选择 H 或者两人都选择 L 时，小组才能顺利通过。

(i) 写出所有博弈策略矩阵，并找出所有纳什均衡。

(ii) 如果李红可以观察王刚的策略后再选择自己的，写出子博弈精炼纳什均衡。

(iii) 如果王刚可以先观察李红的策略，再选择自己的策略，求子博弈精炼纳什均衡。

(iv) 王刚会更偏好哪一个策略？



CHAPTER 1. 2013 年卷 9

小试牛刀. 在肯德基附近开设电影院能够给肯德基带来一定收益，如果北京电影院线数量是
X，肯德基店面数量是 Y，电影院对肯德基有正外部性，则电影院的利润函数是 48X −X2，

肯德基的利润函数是 60Y − Y 2 +XY。

(i) 求二者独立决策时最优的 X 和 Y，并计算利润。

(ii) 如果肯德基收购了电影院并对 X、Y 进行决策，求出最优电影院线数量及肯德基店面

数，并计算利润。

(iii) 如果仍然单独决策，但是肯德基承诺，每开一家电影院，它会提供 S 万元。请计算电

影院线数量和肯德基店面数。



Chapter 2

2014 年卷

小试牛刀. 一个淘金者挖到了价值W 的金子，他考虑将这些金子从金矿运到城市中花掉，他

的一个好朋友答应帮他免费运输，但是这些金子在运输途中有 p 的概率被偷，1− p 的概率

可以安全到达。假定该淘金者是风险厌恶者，给定其初始财富 W，效用函数 U(W )，请考虑

以下两种运输方案：

▶ 一次性运输;

▶ 每次运输一半。

(i) 写出上述方案中各种可能发生的情况以及对应的概率和财富值。

(ii) 淘金者会选哪种方案？给出严格证明。
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CHAPTER 2. 2014 年卷 11

小试牛刀. 一个垄断厂商所面临的需求为 q = 144
p2
，成本函数为 c(q) = q

3
2 + 5。

(i) 该垄断厂商的利润最大化时的价格、产量、利润。

(ii) 假如政府进行价格管制，规定该产品价格不得高于每单位 4 元，则垄断厂商的产量是

多少？利润是多少？

(iii) 如政府制定最高限价目标使垄断厂商在尽可能高的产量上进行生产，则最高限价为何
种水平？



CHAPTER 2. 2014 年卷 12

小试牛刀. 某个村子有 n 位村民和一笔财富 w，这笔财富在 k 位村民中平均分配 (k ≤ n)，

分到钱的村民 i 可以自己决定用多少钱来修路 (hi)，多少钱用来私人消费 (Xi)，每个村民的

效用函数为 U(H,Xi) =
√
HXi。此外，假设公路和私人消费的单价均为 1。

(i) 均衡下，H 为多少？

(ii) H 和 k 的关系是什么？为什么？



CHAPTER 2. 2014 年卷 13

小试牛刀. 假设在某地的手机市场上，苹果手机和小米手机进行价格竞争，设小米手机的质
量为 s1 = 1，苹果手机的质量为 s2 = 2，生产小米手机和苹果手机的边际成本都是 2。消费

者的效用为：u(s, p) = θs− p，令 p1 为小米手机，p2 为苹果手机的价格，并且 θ ∼ U [4, 11]。

(i) p1 = 3, p2 = 10 时，θ = 4 的消费者会选择哪个手机？求出无差异消费者。

(ii) 给定任意 (p1, p2)，找出这组价格下，无差异购买小米和苹果手机的消费者，并求出该

消费者对苹果和小米手机的需求。

(iii) 如果苹果和小米手机同时决定价格，求出纳什均衡以及均衡时各自的利润。



CHAPTER 2. 2014 年卷 14

小试牛刀. 某海湾盛产一种龙虾，附近有一个村子以捕龙虾为生。经营一艘捕虾船每个月花
费 200，若有 x 艘捕虾船，则捕虾船的总收入为 f(x) = 1000(10.2x− x2)。

(i) 请计算最大化捕捉龙虾的总利润的船只数，此时最大化利润时多少？

(ii) 实际情况下，每个村民都有捕虾的权利，因此没有人可以限制别人的进入，此时会有
多少艘捕虾船进入？利润水平又是如何？

(iii) 该村委会决定发放捕虾许可证，提供许可证的成本为 0，每张许可证只允许一艘船使

用。该村委会的目标是最大化从发放许可证中获得的利润。请问该村委会对发放每一

张许可证收费多少？村委会的利润时多少？

(iv) 请问从经济直觉上说明为什么 (ii) 问中的解时无效率的，而 (iii) 问可以解决这种无效
率问题？



Chapter 3

2015 年卷

小试牛刀. 一个人有 250000 元的资产，他从中拿出 200000 元用来买车，车出事故的概率为

5%，出事故后，车子的价值降为 40000 元。己知这个人的效用函数是：u(W ) =
√
W。

(i) 你认为这个人是风险爱好、风险中性还是风险厌恶，并说明原因。

(ii) 求补偿所有损失的完全保险愿意支付的最高价格，并结合数学等式与图形加以说明。

(iii) 求补偿所有损失的公平保险价格，并结合数学等式与图形加以说明。

(iv) 结合 (ii) 和 (iii)，判断保险市场是否存在交易的可能，并说明原因。
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CHAPTER 3. 2015 年卷 16

小试牛刀. 己知某产品的生产函数为 f(x1, x2) = min{xa
1, x

a
2}, a > 0, x1, x2 为生产要素，生

产要素的价格为 w1 = 10, w2 = 20, p = 50, p 为产品价格；

(i) 求规模报酬递增、规模报酬不变、规模报酬递减情况下 a 的取值范围。

(ii) 求利润最大化时的 x1, x2 的要素需求函数。

(iii) 求成本函数。

(iv) 前面的 (ii), (iii) 问如何依赖于 a 的取值。



CHAPTER 3. 2015 年卷 17

小试牛刀. 有两个合伙人 1 和 2，他们共同创办了一家企业，两个人的努力程度分别为

e1, e2(e1, e2 > 0)，各自的努力成本函数为 C(ei) =
e2i
2
，合伙公司的收入函数为 R(e1, e2) =

e1 + e2 +
e1e2
2
；

(i) 若两人采取合作共赢策略，此时 π = R(e1, e2) − C(e1) − C(e2)，求利润最大化时双方

的努力程度 e1, e2。

(ii) 若两人平分收入，每个人只考虑自己的努力程度，求纯策略纳什均衡。

(iii) 在 (ii) 中，若两人提前签订契约：若公司收入大于 6，两人就平分收入；若小于 6，公

司的收入捐献给慈善机构。证明在此情况下 (i) 为纯策略纳什均衡。



CHAPTER 3. 2015 年卷 18

小试牛刀. 小李与小王博弈，小李首先开始行动，他可以选择 H 或者选择 L。小王无法观测

到小李的行为，但是他可以获得信号 h 与 l，并有如下分布：

▶ Pr(h|H) = p;

▶ Pr(l|H) = 1− p;

▶ Pr(h|L) = q;

▶ Pr(l|L) = 1− q。

其中 p > 0.5 > q。在观测信号 h 与 l 上，小王可以选择 A 或者 B，支付矩阵如下：

行动组合 小李的收益 小王的收益

HA 5 2

HB 2 1

LA 6 1

LB 4 2

(i) 若 p = 1, q = 0，求小王的所有可能策略、收益矩阵以及纯策略纳什均衡。

(ii) 若 p < 1, q > 0，求小王的所有可能策略。

(iii) 若 p = 1, q > 0，求小王的所有可能策略。



CHAPTER 3. 2015 年卷 19

小试牛刀. 某国际卫星电视转播公司要在北京、天津两地开设电视转播产品。已知此产品在
北京的需求函数为 qB = 60 − 0.25pB，天津的需求函数为 qT = 100 − 0.5pT。项目成本为

c(q) = 1000 + 40q，其中 q = qB + qT。

(i) 求北京和天津分别利润最大化时的销量与定价；

(ii) 若北京、天津两地定价相同，求定价以及销量。

(iii) 以上两种情�那种情况的利润最大？以消费者剩余计算两地消费者更喜欢那种情况，
并说明原因。



Chapter 4

2016 年卷

小试牛刀. 甲、乙两名消费者考虑消费两种商品：馅饼（其消费量记为 x1）与其他商品 (其消
费量记为 x2）。两种商品价格分别为 p1 = 10, p2 = 1。甲乙二人有相同的效用函数：u(x1, x2) =
√
x1x2，同时，二人的收入同为 I = 100 元。甲乙二人的唯一区别在于，乙有一张馅饼的折

扣券，使用该折扣券能以 50% 的价格购买任何数量的的饼（折扣券只能使用一次），甲没有
折扣券。

(i) 计算两名消费者各自对于两种商品的最优消费量。

(ii) 假设在实际购买商品之前，甲和乙商量能否以一定的价格将乙的折扣券卖给甲。甲为
了得到折扣券最高愿意付多少钱？

(iii) 乙为了出让折扣券至少应该得到多少钱？

(iv) 乙能否与甲达成一定的协议价格从而将手中的折扣券转让给甲？

20



CHAPTER 4. 2016 年卷 21

小试牛刀. 一个垄断厂商生产两种产品，各自的市场需求函数为D1(p1, p2) =
3−p2
p21

, D2(p1, p2) =
3−p1
p22
，厂商的成本函数为 C(y1, y2) = y1 + y2，y1 和 y2 分别代表两种产品的销量。

(i) 请问两种商品为互补品还是替代品？

(ii) 请写出垄断厂商的利润（表示为 p1 和 p2 的函数）。

(iii) 若商品价格受到管制：政府要求 p2 = 1，p1 ∈ [0, 3]。厂商追求利润最大化目标，则 p1

应为多少？

(iv) 若厂商能让两种商品保持相同的价格，即 p1 = p2 = p，求最优价格 p。



CHAPTER 4. 2016 年卷 22

小试牛刀. 某消费者面临跨期消费选择问题。假设此消费者在今天的消费量为 c0，在明天的

消费量为 c1，两期的价格均为 1。假设该消费者今天的收入为 I0 = 100，设明天的收入为 I1。

消费者的效用函数是 u(c0, c1) = ln(c0) + ln(c1)，消费者可以选择储蓄，但不能向他人借款，

假设利率水平为 r = 0，求：

(i) 若明天的收入 I1 = 34，求此消费者的消费决策。

(ii) 若明天的收入存在两种可能，分别是 I1 = 100 和 I1 = 0，两种可能性发生的概率各为

50%，求此消费者的消费决策。



CHAPTER 4. 2016 年卷 23

小试牛刀. 谷歌和百度在市场进行质量竞争，谷歌的质量是 r1，百度的质量为 r2。质量 r1

和 r2 介于 0 至 5 之间。谷歌的收入函数为 200
[
0.5+ 0.05(r1 − r2)

]
，成本函数为 c1 = r21；百

度的收入函数为 200
[
0.5 + 0.05(r2 − r1)

]
，成本函数为 c2 = 1.25r22。试求：

(i) 若百度收购了谷歌，那么利润最大化时的质量 r1 和 r2 分别为多少？

(ii) 若百度和谷歌进行寡头竞争，r1 和 r2 分别为多少？各自的利润分别为多少？总的质量

为多少? 和 (i) 的总质量相比如何？

(iii) 若谷歌有一个投资计划，投入 60 单位的费用进行宣传和市场推广，投资之后的市场结

构会发生变化：即谷歌的收入函数变为 200
[
0.75 + 0.05(r1 − r2)

]
，百度的收入函数变

为 200
[
0.25 + 0.05(r2 − r1)

]
，假设各自成本不变。请问谷歌会做这项投资么？



CHAPTER 4. 2016 年卷 24

小试牛刀. 在一个完全竞争的钢铁市场，市场的需求函数为 pd = 20− q，市场的供给函数为

ps = 2 + q。炼钢企业的污染边际损耗是 MD = 0.5q。

(i) 画出需求曲线、供给曲线、边际损耗曲线以及社会的边际成本曲线。

(ii) 如果企业不对污染采取措施，那么市场的均衡价格和产量是多少？

(iii) 请问社会最优的产量是什么？相应的污染成本为多少？

(iv) 请问污染的外部性造成的社会福利损失为多少？

(v) 政府能否通过对产量征税从而达到社会最优产量水平？如果可以，如何征�？



Chapter 5

2017 年卷

小试牛刀. 考虑下面三个情形并作答：

(i) 一个消费者消费牛肉 (b) 和胡萝卜 (c)，她的效用函数为 U(b, c) =
√
bc，她对于两种商

品的初始禀赋为 2 公斤牛肉和 3 公斤胡萝卜，她可以在市场上出售自己的禀赋。请问

是否存在一组市场价格使她愿意直接消费自己的禀赋。

(ii) 一个消费者消费饮料 (b)和薯片 (c)，他的效用函数是 U(b, c) = min{b, c}，他对于两种
商品的初始禀赋为 2 公斤薯片和 3 升饮料，他可以在市场上出售自己的禀赋。请问是

否存在一组市场价格使他愿意直接消费自己的禀赋。

(iii) 护林员甲住在祁连山深处，他消费两种产品，汽油和牛肉面。由于他的住处距离最近
的牛肉面馆 30 公里，去吃面要开车前往，他每天必须先消费 6 升汽油，余下的钱全部

用于购买牛肉面。请问他的偏好可以用无差异曲线描述吗? 如果可以，请面图。
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CHAPTER 5. 2017 年卷 26

小试牛刀. 一个农民有 10000 元资金，年初他可以用来购买水稻种子 (s) 以及保险 (i)。如果

该年天气好，他可以消费水稻种植的产出，产出的大米量（公斤）为 y = 10
√
s；如果天气不

好则水稻绝收，他的消费完全来自保险公司的理赔，保险公司就每份保险赔付给他一公斤大

米。天气好的概率为 π = 0.8，种子价格 (p) 为每公斤 1 元，保险价格 1 为 2 元一份。

(i) 假设农民的效用函数为 U = πln(C1) + (1 − π)ln(C2)，C1 和 C2 分别是天气好和天气

不好时的大米消费量。请问他会买多少公斤种子，多少份保险？

(ii) 假设农民的效用函数为 U = min{ln(C1), ln(C2)}，请问他会买多少公斤种子？



CHAPTER 5. 2017 年卷 27

小试牛刀. 假设城市 W 由两座电厂 (A 和 B) 提供电力。A 和 B 均是热力电厂，燃烧煤

炭供电的同时会排放空气污染物。为改善空气质量，W 市决定要求 A 和 B 电厂减排。A

电厂减少排放 xA 万吨污染物的总成本为 CA(xA) = 3x2
A。B 电厂减少排放 xB 万吨污染物

的总成本为 CB(xB) = 5x2
B + 10xB。W 市政府聘请了环保专家评估减少污染物排放将会给

W 市带来的收益。经测算，如果 A 和 B 分别减排 xA 和 xB 万吨，W 市获得的总收益为：

120(xA + xB)。请依据以上信息回答下列问题：

(i) 请计算 A 和 B 的社会最优减排量。

(ii) W 市政府希望通过征收“排污税”降低 A 和 B 的污染物排放量：

(a) 请问 W 市政府需对每吨污染物征收多少“排污税”才能使 A 和 B 分别达到第

(i) 问中的减排量？

(b) 请问 W 市征收如上“排污税”的情形下，请用等式列出 A 和 B 电厂各自决定减

排量所面对的优化问题。并证明 A 和 B 各自选择的最优减排量与第 (i) 题中的
社会最优减排量相同。

(iii) 假设 W 市政府决定停止征收“排污税”，并出台相关规定强制要求电厂减少污染物排

放量。有建议称 W 市政府要求 A 和 B 电厂每年分别减排 1 万吨污染物。请通过数学

推导与文字说明论证这个建议并不是最有效率的。



CHAPTER 5. 2017 年卷 28

小试牛刀. 公司 1 和公司 2 生产相同的产品，而且成本为 0。两个公司同时选择生产数量，

分别满足 q1 ≥ 0 和 q2 ≥ 0。与之相对应的需求函数是 p(q) = 12− q，其中 q = q1 + q2。

(i) 找到本博弈的纳什均衡 (q1, q2)，以及纳什均衡下两个公司的利润。

(ii) 假定公司 2 被强迫生产 q2 = 0，而公司 1 是一个垄断经营者，面对的需求函数是

p(q) = 12− q 且成本为 0。公司 1 的利润是多少？

(iii) 现在假定这个博弈过程有三个阶段。

▶ 公司 1 选择是否给公司 2 一笔贿赂，让公司 2 不参与市场竞争。

▶ 公司 2 决定是否接受公司 1 的贿赂并不参加市场竞争。

▶ 第三阶段有两种情况：

(a) 如果公司 2 接受了公司 1 的贿赂，那么公司 1 就是这个市场上的垄断经营

者。公司 1 的成本依然为 0，面对的需求函数是 p(q) = 12 − q。因此公司 1

会获得垄断者的利润，而公司 2 获得这笔贿赂。

(b) 如果公司 2 拒绝了这笔贿赂，那么两个公司会进行第 (i) 问中所描述的生产
博弈，他们的利润也如第 (i) 问中所计算。

请找到这一新规则下的子博弈完美纳什均衡。在这一子博弈完美均衡下，公司 1 和公

司 2 的利润分别是多少？

(iv) 现在假定有一个新的公司 3 加入这个市场，公司 3 的产量为 q3 ≥ 0，单位成本为 2。

与之相对应的需求函数是 p(q) = 12 − q，其中 q = q1 + q2 + q3。找到本博弈的纳什均

衡 (q1, q2, q3)，以及纳什均衡下三个公司的利润。

(v) 现在假定这个博弈过程有三个阶段。

▶ 公司 1 选择是否给公司 3 一笔贿赂，让公司 3 不参与市场竞争。

▶ 公司 3 决定是否接受公司 1 的贿赂并不参加市场竞争。

▶ 第三阶段有两种情况：

(a) 如果公司 3 接受了公司 1 的贿赂，那么公司 1 和公司 2 就继续第 (iii) 问中
所描述的博弈。

(b) 如果公司 3 拒绝了这笔贿赂，那么三个公司会进行第 (iv) 问中所描述的生产
博弈，他们的利润也如 (iv) 中所计算。清找到这一新规则下的子博弈完美纳
什均衡。在这一子博弈完美纳什均衡下，公司 1, 2, 3 的利润分别是多少？
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2018 年卷

小试牛刀. 假设明天的世界有两种状态，晴天或雨天。消费者丙在明天的禀赋是确定的，等
于 y1 碗热干面。雨天时，他的禀赋 y2 是随机的，有一半的概率为 yH 碗，一半的概率为 yL

碗，yH �yL。丙的偏好是 U = min{E(c1),E(c2)}，c1 和 c2 代表明天在晴天和兩天两种状态下

分别消费的热千面数量，E 是基于今天信息的数学期望。公司 C 在今天的期货市场上交易

两个状态下的热干面期货，价格为 p1 和 p2。消费者可以选择以 p1 的价格向公司 C 买晴天

时的一碗热干面期货，即今天付出 p1，如果明天是晴天，则公司 C 提供一碗热干面；如果

明天为雨天，则公司 C 不提供。消费者也可以以 p1 的价格向公司 C 出售晴天的一碗热干

面期货，即今天消费者收到 p1。如果明天为晴天，则消费者提供一碗热千面，如果明天为

雨天，则消费者不提供。p2 以此类推。消费者在今天没有任何禀赋，在明天的两种状态下，

c1 = y1 + x1, c2 = y2 + x2。数量为正值的 x1 和 x2 代表今天购买的热干面期权，数量为负值

的 x1 和 x2 代表今天出售的热干面期权。回答下列问题：

(i) 写出在今天的期货市场上的预算约束。

(ii) 求 x 的表达式。

(iii) x 一定是负的吗？

(iv) 若 p1, p2 均翻倍，对 x1 有何影响？
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CHAPTER 6. 2018 年卷 30

小试牛刀. 考虑一个有三家公司各自生产产品参加的博弈。如果每家公司 i ∈ {1, 2, 3} 选择
自己公司产品的价格 pi ∈ [0,∞)，那么这家公司的销售数量是 1 − pi + k

∑pj
−i，边际成本

ci > 0。请计算每家企业的产品价格以及所获的的利润。



CHAPTER 6. 2018 年卷 31

小试牛刀. 有两种商品 x 和 y，小丽的效用函数为 U(x, y) = x + y，小贾的效用函数为

U(x, y) = max{x, y}。

(i) 请用无差异曲线在埃奇沃斯盒中表示两个人的偏好。

(ii) 请猜想 x, y 和均衡的价格有什么关系。

(iii) 在均衡的情况下，分配的结果会是什么样？



CHAPTER 6. 2018 年卷 32

小试牛刀. 某市正规划新建一个音乐会场地。假设城市中有两个居民：小丽 (L) 和小贾 ()J。

居民的个人捐赠将成为建造该场地经费的唯一来源。假设两位居民对于私有品 (Xi) 和场地

总尺寸 (S) 的效用函数为 U(Xi, S) = 0.5ln(Xi) + 0.5ln(S)，场地总尺寸即为其总座位数 S，

等于由小丽和小贾各自捐赠的座位数之和，即：S = SL�SJ。小丽的收入为 200，小贾的收入

为 100。假设私有品和座位数的单价都为 1。

(i) 如果政府不干预的话，该场地将会建造多少座位？其中多少是由小丽捐赠的，多少是
由小贾捐赠的呢？

(ii) 总座椅数的社会最优解是多少？如果你的答案与 (i) 不同，请解释原因。

(iii) 现在，假设一个座位的价格由 1 变为 ps，而私有品的价格仍为 1，在价格改变的同时，

小丽和小贾的收入按照如下方式相应改变：当价格变为 ps 时，小丽和小贾的预算约束

增加了 CL 和 CJ，其中 CL = (ps − 1)SL, CJ = (ps − 1)SJ。增加后的预算约束称为补

偿预算约束。写下小丽和小贾的补偿预算约束的表达式。你觉得它们为什么被称 “补
偿的”？

(iv) 通过需求曲线的纵向加总，求出社会最优解。

(v) 按如下方式推导 S 的逆需求曲线：

▶ 在满足补偿预算约束的前提下，最大化小丽和小贾的需求曲线。注意，在求导之
前，不要带入 CL 和 CJ 的表达式。

▶ 对于小丽和小贾，求解 SL 和 SJ，作为 ps 的自变量的函数形式。

请使用你在 (i) 中得到的结果推导社会需求曲线。

(vi) 回到 ps = 1，pX = 1 的初始设定。请通过使社会需求曲线与社会供给曲线（即场地座

位的边际成本）相等，找到座椅数的社会均衡数量。和 (ii) 结果相比，是否不同？



Chapter 7

2019 年卷

小试牛刀. 梅梅甜品店白制中秋节月饼，月饼有两种：五仁月饼 (x1) 和鲜肉月饼 (x2)。她观

察到消费者对两种盒装的月饼支付意愿相等：

▶ 一种是 4 个五仁月饼加 2 个鲜肉月饼；

▶ 另一种是 2 个五仁月饼加 4 个鲜肉月饼。

假设消费者的效用函数为 U(x1, x2) = xa
1x

1−a
2 (0 < a < 1)。请问如果改变营销策略，只卖一

种种类的月饼：5 个五仁月饼一盒，加送 1 个鲜肉月饼：或者 5 个鲜肉月饼一盒，加送 1 个

五仁月饼，消费者对新营销策略中一盒 5 个月饼的支付意愿是否会提高？
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CHAPTER 7. 2019 年卷 34

小试牛刀. 假设一个人生活在没有集体供暖的地区，他为冬季内取暖所愿付付出的最高价格
为 w 元。他可以购买毛毯 (x1) 御寒，也可以烧煤 (x2) 取暖。他从毛毯和烧煤中获得的热量

为 x1x2，毛毯价格为 p1/条，取暖煤炭价格为 p2/吨。因治理环境，政府杜绝煤炭使用，天
然气 (x3) 对环境污染比煤炭小，燃烧效率高，但价格 p3 比较高。用天然气和毛毯取暖获得

的热量为 x1x
2
3。

(i) 政府�定补贴天然气的价格，每吨补贴 t 元，使得补贴之后，这个人可以保持原来的

取暖预算并获得同样的取暖效果，求补贴额 t 应该为多少元/吨？

(ii) 如政府考虑不单独补贴天然气，而是发给这个人一笔额外的取暖补贴 T，可自己选择

买毛毯或买天然气或两个都买，都保特同样的取暖效果，取暖补贴 T 应为多少？



CHAPTER 7. 2019 年卷 35

小试牛刀. 一个人在当期 T0 持有一笔现金 x0，考虑投资。每一期现金对此人当期的效用函

数为 xa。当前市场无风险利率为 r，有一个投资项目，有 p 的概率会在下一期工带来现金

x1(x1 > x0) 或者 1 − p 的概率在下一期 T2，带来现金 x2(x2 > x0)。己知此人是风险中性，

且存在概率 p 使得投资与不投资对此人无差异。

(i) 求 p;

(ii) 假设有第二个人，每一期现金对第二个人的效用函数为 x2，他与第一问中的人一样面

对同样的投资机会与市场无风险利率。如此时的 p 刚好是你上问求出的值，则第二个

人是否会选择投资此项目呢？解释。



CHAPTER 7. 2019 年卷 36

小试牛刀. 假设有 A和 B两座城市劳动人口均为 L，其产出分别为 yA = aLha 和 yB = bLhb,
其中 a 为 A 城市的技术效率，ha 为 A 城市劳动力的人均教育水平。B 城市的变量含义依

次类推。每座城市的政府可以通过投入来改变教育水平，A 城市把 L 名劳动力教育到 ha 水

平的总成本为 cL(ha)2，其中 c 为成本参数，B 城市的相应成本为 cL(bb)2。

(i) A城市的政府选择教育水 ha 最大化当地的净产出 aLha− cL(ha)
2，B 城市的政府选择

教育水平 hb 来最大化当地的净产出 bLhb − cL(hb)
2，求两座城市的最优教育水平。

(ii) 假设因为 A 城市的技术效率高于 B 城市，即 a > b，因此有 m 名 B 城市的劳工在受

到教育后移到 A 城市。注意其教育程度 (hb) 在迁移后不变，假设 B 城市在决定教育

投入时预见了这一迁移行为，但无法向迁移的劳工收回教育成本。迁移后两地的产出

分别为 a(Lha +mhb) 和 b(Lhb −mhb)，求两地的最优教育水平。和 (i) 相比，允许迁
移后的最优教育水平有何变化？

(iii) 假设中央政府介入教育，承担了教育成本，通过选择 ha 和 hb 来最大化两地的总净产

出 a(Lha +mhb) + b(Lhb −mhb)− cL(ha)2 − cL(hb)
2，求两地的最优教育水平。和 (i)

相比，此种情况下的最优教育水平有何变化？



CHAPTER 7. 2019 年卷 37

小试牛刀. 村里有 2N 个居民，其中 N 个居民住在一区，每人养 q1 只羊，每只羊成本为 c1，

N 个居民住在二区，每个人养 q2 只羊，每只羊成本为 c2。每只羊带来的收入是 200− q，q

是村里羊的总数。

(i) 找到博弈的纳什均衡下两个区域里每个居民养羊的数量，找出社会效益最优选择下村
子里羊的总量。

(ii) 当地政府为了达到社会效益的最优选择，对两个地区按照统一标准征税，每只羊征收
t。计算税收标准 t，以及对应的纳什均衡下两个区域里每个居民的养羊数量。

(iii) 如果当地政府只对第一区的居民征税，每只羊征税 t，以达到社会效益的最优。请计算

税收标准 t，以及对应的纳什均衡下两个区域里每个居民养羊的数量。



Chapter 8

2020 年卷

小试牛刀. B 城的市民有两种出行方式：公共交通和私家车。为鼓励绿色出行，B 城补贴市

民的公共交通花销，其补贴力度为原价格的 50%。即本需要花费 p 元/公里的线路在补贴后
只需要花费 0.5p1 元/公里即可。假设 B 城的市民平均每月出行的公共交通通勤里程为 x1

公里，私家车里程为 x2 公里。私家车出行的成本为 p2 元/公里。市民从出行中获得的效用
为 U(x1, x2) = x0.2

1 x0.8
2 ，现有专家提出，为缓解高峰时段公共交通运力不足，建议取消公共

交通价格补贴，使得价格恢复为 p1 元/公里。但这样会使市民的出行效用降低，所以建议每
月给每一位市民一笔固定的收入补贴 s 元。政府的目标是花最少的钱使市民的效用在补贴

前后无差异。

(i) 为了使得市民的效用水乎在补贴方式改变前后没有差异，s 最少应为多少？

(ii) 改为固定收入补贴之后市民选择的出行方式 x1 和 x2 为多少？

(iii) 哪一种补贴方式对政府的财政负担较小，价格补贴还是固定收入补贴？差异为多少元？
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CHAPTER 8. 2020 年卷 39

小试牛刀. 一个小商贩在小车上售卖两种商品，冰激凌和汽水。他认为末来周高温和气温正
常的概率相等。此小商贩对收入的效用为 U(w) =

√
w。如果他全部售卖冰激凌，则如果未

来一周发生高温，收入为 2500元；如果气温正常，收入为 400元。如果他全部售卖汽水，则

如果未来一周发生高温，收入为 1600 元；如果气温正常，收入为 900 元。

(i) 该小贩应怎样组合冰激凌和汽水的售卖比例 α 和 1− α，使得期望效用最大？

(ii) 有一个保险给只卖冰激凌的商贩设立。保险的保费为每周 400 元。如果气温不高（即

气温正常），则保费赔付 800 元。这个小商贩是否应该购买此保险并只售卖冰激凌，还

是应该不买保险保持 (i) 中两种商品的售卖比例？
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小试牛刀. 某市由两家企业 A,B 生产同样的产品，其生产函数分别为：ya = 2
√
La 和 yb =√

Lb，其中 La 为企业 A 雇佣的工人数量，yb 以此类推。给定外生的产品价格 p = 30 和外

生的工资 w = 5，两家企业分别最大化其利润。企业的生产过程产生污染，A 和 B 企业的

排污量分别为 va = y2a, vb = y2b。A 市居民的效用函数为 8
√
La + Lb − va − vb。

(i) 求使该市居民效用最大化的排污水平 va 和 vb。

(ii) 如果企业 A 和 B 无视污染给居民带来的负效用，它们的总排污量是多少？

(iii) 如果政府直接规定 A 和 B 两个企业的总排污量，使其等于 (i) 中的总排污水平，如何
分配排污量才能最大化就业？

(iv) 如果政府收取排污费，费用为每单位污染收费 t，请问能否通过设定 t 复制 (iii) 问中
的排污量分配？如果能，请给出 t 的表达式。
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小试牛刀. 考虑以下完全信息动态博弈。博弈的参与者为一个垄断性的上游企业 U 与一个

垄断性的下游企业 D。在博弈的第一阶段，企业 U 以单位价格 pu 向企业 D 销售中间产品。

在第二阶段，企业 D 把中间产品（一比一地）加工为最终产品，并以单位价格 pd 向消费者

出售。假设企业 U 的生产成本为零，而企业 D 除购买中间产品的费用外亦无其它生产成本。

最后，假设企业 D 面对的需求函数为 q(pd) = 1− pd。

(i) 考虑博弈的第二阶段。给定上游企业的中间产品供给价格 pu，请求出下游企业关于最

终产品的利润最大化定价。

(ii) 回到博弈的第一阶段。给定下游企业的利润最大化定价策略，请求出上游企业的利润
最大化定价（即子博弈精炼纳什均衡定价)。

(iii) 在均衡时，产生利润 (即两个企业利润的加总) 是多少？有多少最终产品会销售给消费
者？

(iv) 假设现在题中的上游企业 U 和 D 合并为一个企业。请求出在此新的情形下，有多少

最终产品会销售给消费者。与 (iii) 中的情况对比，产业利润与消费者福利有何变化？



Part II

解析
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小试牛刀. 一个消费者消费食用油 (X1) 和大米 (X2），一单位食用油价格是 2 元加 1 单位

粮票。一单位大米价格是 1 元加 1 单位粮票。此人拥有 60 元钱和 30 张粮票。效用函数

U(X1, X2) = X1X2 + 10X2。

(i) 当货币和粮票不能互换的情况下，画出可能的 X1 和 X2 消费集。求出最优消费量。

(ii) 假若存在黑市交易，该消费者可以以一元钱买入或者卖出一单位粮票，在图上画出可
能消费集合。求出 X1，X2 最优消费量，请问该消费者会购买或者卖出多少粮票？

证明.

(i) 由题意可知：消费者同时面临钱和粮票的约束。写出两个约束:

钱 : 2X1 +X2 ≤ 60

粮票 : X1 +X2 ≤ 30

由图可见，橙色区域为有效约束，因此消费者的最优选择为：

max
X1,X2

X1X2 + 10X2

s.t. X1 +X2 ≤ 30

在最优解时，约束等式成立！（否则，消费者总可以增加 X1 或 X2 的消费来增加效用）

因此，该不等式约束问题转化为等式约束问题：

max
X1,X2

X1X2 + 10X2

s.t. X1 +X2 = 30
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X2

X1

30

30

60

约束：钱

约束：粮票

图 9.1: 消费者面临的两个约束

拉格朗日函数为: L(X1, X2, λ) = X1X2 + 10X2 + λ(30−X1 −X2)

一阶条件：



∂L(X1, X2, λ)

∂X1

= X2 − λ = 0

∂L(X1, X2, λ)

∂X2

= X1 + 10− λ = 0 =⇒


X∗

1 = 10

X∗
2 = 20

λ∗ = 20

∂L(X1, X2, λ)

∂λ
= 30−X1 −X2 = 0

根据该问题的实际背景，(X∗
1 , X

∗
2 ) = (10, 20) 是最优选择。

(ii) 由第一问，我们可以发现有效约束为粮票带来的约束，即粮票不够，但是钱够，所以
直觉上来看，消费者会花钱购买粮票，最后消费者会购买多少张粮票呢？我们不妨假

设消费者购买 λ 张粮票，此刻消费者可能的消费集合变为：

现在，我们再来思考购买了 λ 张粮票的消费者将如何做出消费者选择。消费者的消费

者选择会在红色边界区域吗？显然不会，因为在这个区域消费者的钱没用光！消费者

可以用剩下的钱去换一些粮票，然后继续购买 X1 和 X2 增加效用。同理，消费者的选

择会在粉色边界区域吗？也不会，因为在这个区域消费者的粮票没用光！所以购买 λ

张粮票的消费者的最优消费为:

(X∗
1 , X

∗
2 ) = (30− 2λ, 3λ)

那么消费者购买多少张粮票可以让其达到最大的效用？根据以上的分析，思路变得明

了起来：我们只需考虑：

max
λ

U(λ) = X1X2 + 10X2|(X1,X2)=(30−2λ,3λ) = −6λ2 + 120λ
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X2

X1

30 + λ

30 + λ

60− λ

60−λ
2

30− 2λ

3λ (30− 2λ, 3λ)

图 9.2: 购买 λ 张粮票后的消费可行集

解得: λ∗ = 10, 则消费者购买 10 张粮票，此时消费的 (X1, X2) 为 (10, 30)。
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小试牛刀. 两个居民生活在同一社区。房屋的价值都是 W 万元。每个人房子发生火灾的概

率是 P，并且相互独立，损失是 L 万元。有下述两种情况:

▶ A : 两个人独立承担风险；

▶ B : 二人签一份风险共担协议，发生火灾后，会收到来自另一人的 0.5L 的补偿。

(1) 给出每种情况下每个人房屋财产的价值及对应的概率，并求出在 A、B 两种情况下

的房屋期望值。

(2) 如果二人是风险中性的话，证明上述两个方案对于这两个人来说没有差异。

(3) 如果二人是风险厌恶的话，证明风险共担方案会更受偏好。

证明.

(i) 由于两位居民是对称的，因此我们仅写出第一位居民在两种情况下的房屋财产价值及
对应的概率。

价值 W W − L

概率 1− P P

表 9.1: 第一种情况下，第一位居民的房屋财产价值分布

价值 W W − L
2

W − L

概率 (1− P )2 2P (1− P ) P 2

表 9.2: 第二种情况下，第一位居民的房屋财产价值分布

因此，不难算出，两种情况下，第一位居民的房屋财产的期望价值为:

E(A) = W (1− P ) + (W − L)P = W − PL;

E(B) = W (1− P )2 + (W − L

2
)2P (1− P ) + (W − L)P 2 = W − PL

(ii) 由于该居民风险中性，因此根据定义: 对任何不确定性事件 x，该等式对居民成立：

U(E(x)) = EU(x). 根据第一问：E(A) = E(B)，因此 EU(A) = EU(B).

(iii) 设该风险厌恶居民的冯诺依曼效用函数为 u(·)，则两种情况下居民的期望效用为：

EU(A) = u(W )(1− P ) + u(W − L)P

EU(B) = u(W )(1− P )2 + u(W − L

2
)2P (1− P ) + u(W − L)P 2

EU(B)− EU(A) = 2P (1− P )[u(W − L

2
)− 1

2
u(W )− 1

2
u(W − L)]
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由于居民风险厌恶，因此 u(·) 为凹函数，故:

u(W − L

2
) ≥ 1

2
u(W ) +

1

2
u(W − L)

因此：EU(B) ≥ EU(A).

评 1. 对于第三问，我们还有第二种解法。由于：

EU(A) = u(W )(1− P ) + u(W − L)P

EU(B) = u(W )(1− P )2 + u(W − L

2
)2P (1− P ) + u(W − L)P 2

一个直觉的想法就是把 EU(B) 中的 u(W − L
2
)(2P (1− P )) 拆开，如果我们能证明：

u(W − L

2
)(2P (1− P )) ≥ (P − P 2)u(W ) + (P − P 2)u(W − L) (9.1)

那我们就可以证明 EU(B) ≥ EU(A). 不难发现，式子 (9.1) 等价于：

u(W − L

2
) ≥ u(W ) + u(W − L)

2

这正是凹函数的定义。

评 2. 在第20章，我们为大家梳理了风险厌恶相关的知识点。
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小试牛刀. 有一个小贩在香山山道上出售一种只有他能编织的工艺品。周围有一定的群众在
围观。这个小贩没有固定成本，但编织一个工艺品的成本是 5。他们的反需求函数是:

▶ p(x1) = 60− 4x1

▶ p(x2) = 40− 2
3
x2

(i) 求小贩的最优定价。

(ii) 假设小贩实行“量大从优”的政策。即设定一个购买量 x，当购买量大于 x 的时候价

格是 p2，购买量小于 x 的时候，价格是 p1，p2 < p1。求这个购买限制量 x 和两个价

格 p。

证明.

(i) 刚看到这道题时，我脑子的第一想法是：分类讨论！因为题目没有明确说明是统一定
价还是三级价格歧视。但是，仔细思考了一下，这时汉语的博大精深就体现出来了。请

各位注意，题目中用到了围观一词，这个词的意思是：围着观看。因此，一群消费者

围着观看该小贩销售工艺品，小贩无法三级价格歧视，只能统一定价！

p

q

60

15

p(x1) = 60− 4x1

40

60

p(x2) = 40− 2
3
x2

ps 保留两个市场的定价

pb 保留 1 市场的定价

图 9.3: 围观群众的需求函数

此时小贩面临两个选择：定价 p ∈ [0, 40]，同时满足两个市场；定价 p ∈ (40, 60)，只满

足市场 1。我们分类讨论。

(a) p ∈ [0, 40] 时，小贩同时满足两个市场，因此面临问题：

max
p

(p− 5)(60− 3

2
p+ 15− 1

4
p)

s.t. p ∈ [0, 40].
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解得：p∗ = 335
14

≈ 24 ∈ [0, 40]

(b) p ∈ (40, 60) 时，小贩只满足市场 1，因此面临问题:

max
p

(p− 5)(15− 1

4
p)

s.t. p ∈ (40, 60)

解得：p∗ = 32.5 /∈ (40, 60)，由于仅保留 1 市场时，利润函数是开口向下的二次函

数且在 p∗ = 32.5处取得最大值，因此若仅保留 1市场，小贩最优定价为 p∗ = 40，

此时利润小于 p = 335
14
包括两个市场时的定价。

因此，小贩最优解为：p∗ = 335
14
。

(ii) 一个直觉上的想法是，在完美信息的情况下（小贩可以区分两类消费者）小贩的最优
定价策略为三级价格歧视。在第一问小贩无法实现三级价格歧视，那么 “量大从优” 的
政策或许可以帮助小贩实现三级价格歧视！

x

p

q

60

15

p(x1) = 60− 4x1

40

60

p(x2) = 40− 2
3
x2

pm = 32.5

x1

pm = 22.5

x2

图 9.4: 垄断最优定价及消费者剩余

对第一类消费者垄断定价最优解为：

max
p

(p− 5) · (60− p

4
) =⇒ pm = 32.5, qm = 26.25.

对第二类消费者垄断定价最优解为：

max
p

(p− 5) · (60− 1.5p) =⇒ pm = 22.5, qm = 6.875.
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我们现在根据图 9.4 分析如何实现区别定价。如果购买量下限 x 大于 x2，那么消费者

2 在 p = 22.5 的情况下需求将低于 x，此时消费者 2 会选择价格 p = 32.5。如果购买

量下限 x 低于 x1，那么消费者 1 在 p = 22.5 的情况下需求将高于 2，此时消费者 1

会选择价格 p = 22.5。因此最终的价格下限 x ∈ (6.875, 26.25)！由于 x ∈ (6.875, 26.25)

时，消费者 2 的需求量已经大于 x，会自发选择 p = 22.5，因此我们只需关注如果制

定 x 使消费者 1 以价格 p = 32.5 购买 x1 = 6.875 的产品即可。

(a) 当消费者 1 选择 p = 32.5，购买 q = 6.875 时，其消费者剩余为 (60−32.5)2

2·4 =

94.53125;

(b) 当消费者 2选择 p = 22.5，购买 x时，其消费者剩余为 (60−22.5)2

2·4 − (22.5−60+4x)·(x−9.375)
2

;

因此为使消费者 1 选择 p = 32.5，只需:

94.53125 ≥ (60− 22.5)2

2 · 4
− (22.5− 60 + 4x) · (x− 9.375)

2
⇐⇒ x ≥ 15.75.
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小试牛刀. 王刚和李红作为一个小组完成作业。该作业通过与否是按照小组来评判的。通过
对二人的效用都是 3，没通过的效用是 0。二人可以选不努力 (N)，低努力 (L)，和高努力

(H)。对于李红，三种努力的成本分别是 0, 1, 2；对于王刚，三种努力的成本分别是 0, 2, 4。

只有当至少一个人选择 H 或者两人都选择 L 时，小组才能顺利通过。

(i) 写出所有博弈策略矩阵，并找出所有纳什均衡。

(ii) 如果李红可以观察王刚的策略后再选择自己的，写出子博弈精炼纳什均衡。

(iii) 如果王刚可以先观察李红的策略，再选择自己的策略，求子博弈精炼纳什均衡。

(iv) 王刚会更偏好谁先行动？

证明.

(i) 第一问直接写出支付矩阵即可，纳什均衡为：(N,H), (L,L)。

王刚

李红

N L H

N (0,0) (0,-1) (3,1)
L (-2,0) (1,2) (1,1)
H (-1,3) (-1,2) (-1,1)

该题不存在混合战略纳什均衡，就请读者来思考啦。

(ii) 第二问的博弈树如下：

N L H

N

N L H

L

N L H

H

王刚

李红

(0, 0) (0,−1) (3, 1) (−2, 0) (1, 2) (1, 1) (−1, 3) (−1, 2) (−1, 1)

因此，子博弈精炼纳什均衡为：

(a) 王刚选择 N；

(b) 如果王刚选择 N，那么李红选择 H；如果王刚选择 L，那么李红选择 L；如果王

刚选择 H，那么李红选择 N。
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N L H

N

N L H

L

N L H

H

李红

王刚

(0, 0) (0,−2) (3,−1) (−1, 0) (2, 1) (2,−1) (1, 3) (1, 1) (1,−1)

(iii) 第三问博弈树如下：

因此，子博弈精炼纳什均衡为：

(a) 李红选择 L；

(b) 如果李红选择 N，那么王刚选择 N；如果李红选择 L，那么王刚选择 L；如果李

红选择 H，那么王刚选择 N。

(iv) 王刚若先行动，则纳什均衡结果为：(3, 1)；李红若先行动，则纳什均衡结果为：(2, 1)。

显然，王刚偏好先行动。
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小试牛刀. 在肯德基附近开设电影院能够给肯德基带来一定收益，如果电影院线数量是 X，

肯德基店面数量是 Y，电影院对肯德基有正外部性，则电影院的利润函数是 48X −X2，肯

德基的利润函数是 60Y − Y 2 +XY。

(i) 求二者独立决策时最优的 X 和 Y，并计算利润。

(ii) 如果肯德基收购了电影院并对 X、Y 进行决策，求出最优电影院线数量及肯德基店面

数，并计算利润。

(iii) 如果仍然单独决策，但是肯德基承诺，每开一家电影院，它会提供 S 万元。请计算电

影院线数量和肯德基店面数。

证明. 本问主要还是考察博弈论。

(i) 分别考虑电影院 (T ) 和肯德基 (K) 的利润最大化问题。

max
x

πM = 48X −X2 =⇒ X∗ = 24.

max
Y

πK = 60Y − Y 2 +XY =⇒ Y ∗ =
60 +X

2
.

由于改问假设博弈是完全信息的，因此肯德基知道电影院的利润函数，因此知道电影

院会选择 X∗ = 24。故而肯德基会选择 Y ∗ = 60+X
2

∣∣∣
X∗=24

= 42。

最优利润为，

π∗
M = 576, π∗

K = 1764�

(ii) 此时肯德基的决策为:

max
X,Y

π = 48X −X2 + 60Y − Y 2 +XY

一阶条件:
∂π

∂X
= 48− 2X + Y = 0

∂π

∂Y
= 60− 2Y +X = 0

因此：

X∗ = 52, Y ∗ = 56

(iii) 当面对补贴 S，电影院的最优决策为:

max
X

48X −X2 + SX =⇒ X∗ = 24 +
S

2

同理，完全信息假设暗示肯德基的最优决策为：

max
Y

60Y − Y 2 +XY − SX
∣∣∣
X=24+S

2

=⇒ Y ∗ = 42 +
S

4
.
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小试牛刀. 一个淘金者挖到了价值W 的金子，他考虑将这些金子从金矿运到城市中花掉，他

的一个好朋友答应帮他免费运输，但是这些金子在运输途中有 p 的概率被偷，1− p 的概率

可以安全到达。假定该淘金者是风险厌恶者，给定其初始财富 W，效用函数 U(W )，请考虑

以下两种运输方案：

▶ 一次性运输;

▶ 每次运输一半。

(i) 写出上述方案中各种可能发生的情况以及对应的概率和财富值。

(ii) 淘金者会选哪种方案？给出严格证明。

证明. 该题考查风险偏好。

(i) 分两类情况讨论：

▶ 一次性运输时：记为 A。

概率 p 1− p

财富 0 W

表 10.1: 一次性运输的财富分布

▶ 每次运输一半时：记为 B。

概率 p2 2p(1− p) (1− p)2

财富 0 W
2

W

表 10.2: 每次运输一半时的财富分布

54
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(ii) 消费者会选择 B。

EU(B)− EU(A) = (p2 − p)U(0) +
[
(1− p)2 − (1− p)

]
U(W ) + 2p(1− p)U(

W

2
)

= (1− p)p
[
− U(0)− U(W ) + 2U(

W

2
)
]

由于消费者风险厌恶，因此 U(·) 是凹函数：

U(0) + U(W )

2
≥ U(

W

2
)

因此, EU(B)− EU(A) ≥ 0。
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小试牛刀. 一个垄断厂商所面临的需求为 q = 144
p2
，成本函数为 c(q) = q

3
2 + 5。

(i) 该垄断厂商的利润最大化时的价格、产量、利润。

(ii) 假如政府进行价格管制，规定该产品价格不得高于每单位 4 元，则垄断厂商的产量是

多少？利润是多少？

(iii) 如政府制定最高限价目标使垄断厂商在尽可能高的产量上进行生产，则最高限价为何
种水平？

证明.

(i) 第一问很简单，就是我们普通的垄断模型。

max
q

π = p× q − TC

s.t. q =
144

p2

一阶条件，
dπ

dq
=

6
√
q
− 3

2

√
q = 0 =⇒ q∗ = 4

最优价格与利润为，

p∗ = 6, π∗ = 11.

(ii) 站在厂商的角度，若定价 p = p̄ ≤ 4，其可以选择的供给产量为 q ∈ (0, 144
p̄2
)，因为对于

任何 q ≤ 144
p̄2
) 的产量，消费者愿意支付的价格高于 p̄。

p

q

p = 12√
q

p = 4

图 10.1: 价格限价 p ≤ 4 下的可行域
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因此，厂商面临如下问题：

max
p,q

p× q − q
3
2 − 5 (10.1)

s.t. p ≤ 4 (10.2)

q ≤ 144

p2
(10.3)

列完最优化问题，同学们别慌，不要认为只有库恩塔克条件才能解决这个问题。我们

先画出图像，逐个分析 (10.2) 和 (10.3) 两个约束条件。

▶ p ≤ 4 是紧约束吗：当 q ≤ 144
p2
时，增加 p 可以增加利润，但是会减少 144

p2
，导致

q ≤ 144
p2
失效。所以我们无法判断 p ≤ 4 是否是紧约束；

▶ q ≤ 144
p2
是紧约束吗：当 p ≤ 4 时，增加 q 不会改变约束 p ≤ 4，因此当 q < 144

p2

时，给定 p ≤ 4，增加 q 可以增加利润当且仅当：

∂π

∂q
= p− 3

2

√
q ≥ 0.

因此，可行域变为：

p

q

p = 12√
q

p = 4

p = 3
2

√
q

图 10.2: 价格限价 p ≤ 4 下的可行域（红色部分）

厂商垄断问题变为：

max
p,q

pq − q
3
2 − 5

s.t. p ≤ 4

q =
3

2

√
q

最优解为：

q∗ =
64

9
, π∗ =

121

27
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(iii) 为求出最优的限价（使产量最大），按照第二问的分析，我们只需令 4p2

9
= 144

p2
得

p∗ = 3
√
2, q∗ = 8

评 3. 该题很有意思，其经典之处在于能够区分出来真正搞懂垄断模型的考生和生背解题方
法的考生。本解题手册的第三部分对垄断模型提供了回顾，感兴趣的读者可以参考。
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小试牛刀. 某个村子有 n 位村民和一笔财富 w，这笔财富在 k 位村民中平均分配 (k ≤ n)，

分到钱的村民 i可以自己决定用多少钱来修路 (hi)，多少钱用来私人消费 (Xi)。路的总和是：

H =
∑k

i=1 hi，每个村民的效用函数为 U(H,Xi) =
√
HXi。此外，假设公路和私人消费的单

价均为 1。

(i) 均衡下，H 为多少？

(ii) H 和 k 的关系是什么？为什么？

证明.

(i) 考虑分到钱的代表性村民 i ∈ {1, 2, . . . , k}: 假定其他村民决定修路之和为 h−i

max
hi,Xi

√
(hi + h−i)Xi

s.t. hi +Xi =
w

k

拉格朗日函数：

Li =
√

(hi + h−i)Xi + λ(
w

k
− hi −Xi)

一阶条件：

∂Li

∂hi

=
Xi

2
√
HXi

− λ = 0

∂Li

∂Xi

=
hi + h−i

2
√
HXi

− λ = 0

因此，给定当前的修路之和 h−i，消费者 i 选择 hi 使得总路长等于消费品的数量。由

于对称性（代表性消费者因此代表每一位分到钱的消费者）：hi + h−i = khi = Xi。故，

由预算约束解得

Xi +
Xi

k
=

w

k
=⇒ Xi = H =

w

k + 1
.

(ii) 随着 k 增加，H 减少。
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小试牛刀. 假设在某地的手机市场上，苹果手机和小米手机进行价格竞争，设小米手机的质
量为 s1 = 1，苹果手机的质量为 s2 = 2，生产小米手机和苹果手机的边际成本都是 2。消费

者的效用为：u(s, p) = θs− p，令 p1 为小米手机，p2 为苹果手机的价格，并且 θ ∼ U [4, 11]。

(i) p1 = 3, p2 = 10 时，θ = 4 的消费者会选择哪个手机？求出无差异消费者。

(ii) 给定任意 (p1, p2)，找出这组价格下，无差异购买小米和苹果手机的消费者，并求出该

消费者对苹果和小米手机的需求。

(iii) 如果苹果和小米手机同时决定价格，求出纳什均衡以及均衡时各自的利润。

证明.

(i) 当 θ = 4 时:

u(s1|θ = 4, p1 = 3) = 4 · 1− 3 = 1 > u(s2|θ = 4, p2 = 10) = 4 · 2− 10 = −2.

因此，消费者 θ = 4 会够买小米手机。无差异消费者 θ 购买小米手机和苹果手机效用

相等，也就是

u(s1|θ, p1 = 3) = θ − 3 = u(s2|θ, p2 = 10) = 2θ − 10 =⇒ θ = 7.

(ii) 无差异消费者：

u(s1|θ, p1) = θ − p1 = u(s2|θ = 4, p2) =⇒ θ = p2 − p1.

u(θ)

θ

θ − p1

2θ − p2

p2 − p1

图 10.3: 无差异消费者 θ = p2 − p1

但注意到，题目说：θ ∈ [7, 11]，因此分类讨论，并记 D1(p1, p2) 为厂商 1 面临的需求，
D2(p1, p2) 为厂商 2 面临的需求。

(a) 当 p2 − p1 < 4 时： D1(p1, p2) = 0

D2(p1, p2) = 1
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(b) 当 p2 − p1 ∈ [4, 11] 时： 
D1(p1, p2) =

p2 − p1 − 4

7

D2(p1, p2) =
11− p2 + p1

7

(c) 当 p2 − p1 > 11 时： D1(p1, p2) = 1

D2(p1, p2) = 0

(iii) 首先我们分析角点解（corner solution），然后我们再分析内点解（interior solution）。

(a) 角点解的情况：我们仅证明对于任意 (p1, p2)，p2 − p1 ≤ 4 时不可能是纳什均衡。

因为 p2 − p1 ≥ 11 的情况同理。

i. p1 = 2 时：此时 p2 ≤ 6 不可能是纳什均衡。因为当 p2 = 6 时是角点解情况

下，厂商 2 利润最高的定价，此时 π2 = 4。但，p1 = 2，p2 = 7.5 厂商 2 可
以获得利润 π2 = 5.89。

ii. p2 = a > 2 时：此时 p2 = a + 4 是角点解下，厂商 2 利润最高的定价（此

时厂商 1 利润为 0），此时厂商 1 可以定价 p1 = a − ε 来获得正利润。因此

p2 = a > 2 不可能是纳什均衡。

综上，纳什均衡仅可能是内点解。

(b) 内点解的情况：

i. 首先考虑厂商 1:

max
p1

(p1 − 2)
p2 − p1 − 4

7
=⇒ p∗1 =

p2 − 2

2

ii. 再考虑厂商 2:

max
p2

(p1 − 2)
11− p2 + p1

7
=⇒ p∗2 =

13 + p1
2

联立反应函数得：

p∗1 = 3, p∗2 = 8, π∗
1 =

1

7
, π∗

2 =
36

7
.
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小试牛刀. 某海湾盛产一种龙虾，附近有一个村子以捕龙虾为生。经营一艘捕虾船每个月花
费 200，若有 x 艘捕虾船，则捕虾船的总收入为 f(x) = 1000(10.2x− x2)。

(i) 请计算最大化捕捉龙虾的总利润的船只数，此时最大化利润时多少？

(ii) 实际情况下，每个村民都有捕虾的权利，因此没有人可以限制别人的进入，此时会有
多少艘捕虾船进入？利润水平又是如何？

(iii) 该村委会决定发放捕虾许可证，提供许可证的成本为 0，每张许可证只允许一艘船使

用。该村委会的目标是最大化从发放许可证中获得的利润。请问该村委会对发放每一

张许可证收费多少？村委会的利润时多少？

(iv) 请问从经济直觉上说明为什么 (ii) 问中的解时无效率的，而 (iii) 问可以解决这种无效
率问题？

证明.

(i) 根据题意：
max

x
1000(10.2x− x2) =⇒ x∗ = 5, π∗ = 25000.

(ii) 由于捕虾是自由的，因此均衡时每个捕虾船利润为零，解得均衡数量：

f(x)

x
= 200 =⇒ x∗ = 10, π∗ = 0.

(iii) 当村委会对许可证收取单位价格 k 时，均衡的捕虾船数量为：

f(x)

x
= 200 + k =⇒ x∗(k) = 10− k

1000

已知 x∗ 关于 k 的关系后，村委会选择 k 使得利润最大化：

max
k

k · 10− k

1000
=⇒ k∗ = 5000, x∗ = 5.

(iv) (ii) 中存在外部性问题，而 (iii) 通过征税的方式纠正了外部性。
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小试牛刀. 一个人有 250000 元的资产，他从中拿出 200000 元用来买车，车出事故的概率为

5%，出事故后，车子的价值降为 40000 元。己知这个人的效用函数是：u(W ) =
√
W。

(i) 你认为这个人是风险爱好、风险中性还是风险厌恶，并说明原因。

(ii) 求补偿所有损失的完全保险愿意支付的最高价格，并结合数学等式与图形加以说明。

(iii) 求补偿所有损失的公平保险价格，并结合数学等式与图形加以说明。

(iv) 结合 (ii) 和 (iii)，判断保险市场是否存在交易的可能，并说明原因。

证明.

(i) 该消费者风险厌恶。原因在于：对于彩票 (w1, . . . , wn) 以及
∑n

i=1 λi = 1

u(
n∑

i=1

λiwi) ≥ λiu(wi) ⇐⇒ E(p) ≿ C(p).

(ii) 完全保险：一种使得被保险的受益人在每一种不确定性结果下都一样好的保险。愿意
支付的最高价格应该使得受保人在接受保险和不接受保险之间无差异，即不确定性被

消除。因此，√
250000− p = 0.05

√
90000 + 0.95

√
25000 =⇒ p = 9900.

(iii) 公平保险：使保险公司期望利润为零的保险政策。设保费为 p，出事后保险公司赔付

r，则当出事概率为 π 时，保险公司期望利润为零当且仅当：

p = πr = ⇐⇒ p = 0.05 · 160000 = 8000.

63
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W好

W坏

45◦

90000

250000

240100

图 11.1: 受保人愿意支付的最高完全保险价格：p

W好

W坏

45◦

90000

250000

零利润线

242000

图 11.2: 赔偿全部损失的公平保险价格：p
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(iv) 存在交易可能，因为在完全保险下，厂商愿意接受的最低价格低于消费者愿意支付的
最高价格。
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小试牛刀. 己知某产品的生产函数为 f(x1, x2) = min{xa
1, x

a
2}, a > 0, x1, x2 为生产要素，生

产要素的价格为 w1 = 10, w2 = 20, p = 50, p 为产品价格；

(i) 求规模报酬递增、规模报酬不变、规模报酬递减情况下 a 的取值范围。

(ii) 求利润最大化时的 x1, x2 的要素需求函数。

(iii) 求成本函数。

(iv) 前面的 (ii), (iii) 问如何依赖于 a 的取值。

证明.

(i) 对于 λ ∈ R+,
f(λax1, λax2) = λaf(x1, x2)

因此，

(a) 规模报酬递增时：a > 1;

(b) 规模报酬不变时：a = 1；

(c) 规模报酬递减时：a ∈ (0, 1)。

(ii) 利润最大时：
max
x1,x2

pf(x1, x2)− w1x1 − w2x2

由于利润最大化时，生产必然是有效率的，因此 x1 = x2 = x，问题转化为：

max
x

pxa − w1x− w2x =⇒ x∗ = (
3

5a
)

1
a−1 .

(iii) 成本函数时给定产量 q，成本最小化的解：

min
x1,x2

w1x1 + w2x2

s.t. f(x1, x2) = q.

在成本最小化时，生产必然是最优的，即：x1 = x2 = x = q
1
a，问题转化为：

min
x

(w1 + w2)x

s.t. x = q
1
a .

解出成本函数为：c(q) = 30q
1
a。

(iv) 分两类情况讨论：

(a) a ∈ (0, 1)：要素需求函数存在；成本函数存在；

(b) a ≥ 1：要素需求为无穷大；成本函数存在。
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小试牛刀. 有两个合伙人 1 和 2，他们共同创办了一家企业，两个人的努力程度分别为

e1, e2(e1, e2 > 0)，各自的努力成本函数为 C(ei) =
e2i
2
，合伙公司的收入函数为 R(e1, e2) =

e1 + e2 +
e1e2
2
；

(i) 若两人采取合作共赢策略，此时 π = R(e1, e2) − C(e1) − C(e2)，求利润最大化时双方

的努力程度 e1, e2。

(ii) 若两人平分收入，每个人只考虑自己的努力程度，求纯策略纳什均衡。

(iii) 在 (ii) 中，若两人提前签订契约：若公司收入大于 6，两人就平分收入；若小于 6，公

司的收入捐献给慈善机构。证明在此情况下 (i) 为纯策略纳什均衡。

证明.

(i) 根据题意：

max
e1,e2

e1 + e2 +
e1e2
2

− e21
2
− e22

2
=⇒ e∗1 = e∗2 = 2.

(ii) 由于两位参与人是对称的，因此我们在这里考虑第一位参与人：

max
e1

π1 =
1

2
(e1 + e2 +

e1e2
2

)− e21
2

dπ1

de1
=

1

2
+

e2
4
− e1 = 0 =⇒ e∗1(e2) =

e2
4
+

1

2
.

同理，得出第二位参与人的反应函数：

e∗2(e1) =
e1
4
+

1

2
.

联立参与人的反应函数得：

e∗1 = e∗2 =
2

3
.

(iii) 由于两位参与人是对称的，在这里我们仅考虑第一位参与人。给定 e2 = 2:

(a) 若 e1 ∈ (0, 2): π < 6 =⇒ π1 = 0− e21
2
< 0;

(b) 若 e2 ∈ [2,+∞]: π1 = e1 + 1− e21
2
。该利润函数在 e1 = 2 时去的条件极值 π1 = 1。

因此给定 e2 = 2，e1 = 2 是参与人 1 的最优选择。对于参与人 2，同理可得。
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小试牛刀. 小李与小王博弈，小李首先开始行动，他可以选择 H 或者选择 L。小王无法观测

到小李的行为，但是他可以获得信号 h 与 l，并有如下分布：

▶ Pr(h|H) = p;

▶ Pr(l|H) = 1− p;

▶ Pr(h|L) = q;

▶ Pr(l|L) = 1− q。

其中 p > 0.5 > q。在观测信号 h 与 l 上，小王可以选择 A 或者 B，支付矩阵如下：

行动组合 小李的收益 小王的收益

HA 5 2

HB 2 1

LA 6 1

LB 4 2

(i) 若 p = 1, q = 0，求小王的所有可能策略、收益矩阵以及纯策略纳什均衡。

(ii) 若 p < 1, q > 0，求小王的所有可能策略。

(iii) 若 p = 1, q > 0，求小王的所有可能策略。

证明. 为便于分析，先画出博弈树：

A B

H

A B

L

h

A B

H

A B

L

l

(5, 2) (2, 1) (6, 1) (4, 2) (5, 2) (2, 1) (6, 1) (4, 2)

自然

小李

小王

图 11.3: 小李小王博弈

当然，对于信号博弈，我们一般用下面形式的博弈树表示。



CHAPTER 11. 2015 年解 69

A B

H

A B

L

h

A B

H

A B

L

l

(; , ; ) (; , ; ) (; , ; ) (; , ; ) (; , ; ) (; , ; ) (; , ; ) (; , ; )

陈清扬

王二

陈清扬

图 11.4: 小李小王博弈

A

B

h

A

B

l

H

A

B

h

A

B

l

L

小李

自然

自然

小王 小王

(5, 2)

(2, 1)

(6, 1)

(4, 2)

(5, 2)

(2, 1)

(6, 1)

(4, 2)

图 11.5: 小李小王博弈
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(i) 第一题很简单，我们首先画出支付矩阵：并且假设小王的战略 (C,D) 为观测到 h 信号

选择 C，观测到 l 信号选择 D。

小李

小王

(A,A) (A,B) (B,A) (B,B)

H (5, 2) (5, 2) (2, 1) (2, 1)

L (6, 1) (4, 2) (6, 1) (4, 2)

图 11.6: 支付矩阵：当 p = 1, q = 0 时

不难看出，纳什均衡为 (H, (A,B)), (L, (B,B))。

(ii) 第二问有区分度，我们逐个分析小王的每一个策略，小王的策略 (C,D) 表示：当接收

到 h 信号时小王选择 C，当接收到 l 信号时，小王选择 D。

(a) 混同均衡 (A,A)：

i. 给定小王的策略 (A,A)，小李选择 H 和 L 的期望收益如下：

EU(H) = 5, EU(L) = 6.

因此小王会选择 L。

ii. 给定小李的策略 L，小王选择混同策略 (B,B) 的期望收益为 2，然而选择

(A,A) 的期望收益为 1。因此 (A,A) 并不是小王可能的策略。

(b) 混同均衡 (B,B)：

i. 给定小王的策略 (B,B)：小李选择 H 和 L 的期望收益如下：

EI(H) = 2, EU(L) = 4.

因此小李会选择 L.

ii. 给定小李的策略 L，小王的策略 (B,B) 是最优的。

(c) 分离均衡 (A,B)：给定小王的策略 (A,B)：小李选择 H 和 L 的期望收益如下：

EU(H) = Pr(h|H) · 5 + Pr(l|H) · 2 = 3p+ 2

EU(L) = Pr(h|L) · 6 + Pr(l|L) · 4 = 2q + 4

分两类情况讨论：

i. 当小李选择 H 时：3p+ 2 > 2q + 4。此时 (A,A) 对小王来说优于 (A,B)。

ii. 当小李选择 L 时：3p+ 2 < 2q + 4。此时 (B,B) 对小王来说优于 (A,B)。

综上，分离均衡 (A,B) 不可能是小王可能的策略。
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(d) 分离均衡 (B,A)：给定小王的策略 (B,A)，小李选择 H 和 L 的期望收益如下：

EU(H) = Pr(h|H) · 2 + Pr(l|H) · 5 = 5− 3p

EU(L) = Pr(h|L) · 4 + Pr(l|L) · 6 = 6− 2q

分两类情况讨论：

i. 当小李选择 H 时：5− 3p > 6− 2q。此时 (A,A) 对小王来说优于 (B,A)。

ii. 当小李选择 L 时：5− 3p < 6− 2q。此时 (B,B) 对小王来说优于 (A,B)。

综上，分离均衡 (B,A) 不可能是小王可能的策略。

综上小王可能的策略只有 (B,B)。

(iii) 根据第二问分析，小王可能的策略只有 (B,B)，并且 (B,B) 不取决于 p, q。因此，小

王可能的策略只有 (B,B)。
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小试牛刀. 某国际卫星电视转播公司要在北京、天津两地开设电视转播产品。已知此产品在
北京的需求函数为 qB = 60 − 0.25pB，天津的需求函数为 qT = 100 − 0.5pT。项目成本为

c(q) = 1000 + 40q，其中 q = qB + qT。

(i) 求北京和天津分别利润最大化时的销量与定价；

(ii) 若北京、天津两地定价相同，求定价以及销量。

(iii) 以上两种情�那种情况的利润最大？以消费者剩余计算两地消费者更喜欢那种情况，
并说明原因。

证明.

(i) 先考虑在天津的垄断定价:

max
qT

(−2qT + 200)qT − 1000− 40qT =⇒ q∗T = 40; p∗T = 120.

再考虑在北京的垄断定价:

max
qB

(−4qB + 240)qB − 1000− 40qB =⇒ q∗B = 25; p∗T = 140.

(ii) 统一定价时，分两类情况讨论：

(a) 保留两个市场：

max
p

(160− 0.75p)p− 1000− 40(160− 0.75p)

s.t. p ≤ 200

解得：

p∗ =
380

3
, q∗T =

110

3
, q∗B =

85

3
.

(b) 只保留大市场：

max
p

(60− 0.25p)p− 1000− 40(60− 0.25p)

s.t. p ∈ [200, 240]

解得：

p∗ = 200, q∗T = 0, q∗B = 10.

因此最优解为：p∗ = 380
3
, q∗T = 110

3
, q∗B = 85

3
.

(iii) 分两类情况讨论消费者剩余：
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pB

qB

140

25

240

pT

qT

120

40

200

图 11.7: 区别定价时的消费者剩余

(a) 北京和天津区别定价时：

CSB = (240− 140) ∗ 25 ∗ 1

2
= 1250;

CST = (200− 120) ∗ 24 ∗ 1

2
= 1600.

此时总消费者剩余为：

CS = CSB + CST = 2850.

(b) 北京和天津统一定价时：

p

q

240

60

200

100

380
3

q∗B q∗T

图 11.8: 北京和天津统一定价时的消费者剩余
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此时总消费者剩余为：

CS = (200− 380

3
) ∗ 110

3
∗ 1

2
+ (240− 380

3
) ∗ 85

3
∗ 1

2
= 2950.

显然，消费者更偏好统一定价。
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小试牛刀. 甲、乙两名消费者考虑消费两种商品：馅饼（其消费量记为 x1）与其他商品 (其消
费量记为 x2）。两种商品价格分别为 p1 = 10, p2 = 1。甲乙二人有相同的效用函数：u(x1, x2) =
√
x1x2，同时，二人的收入同为 I = 100 元。甲乙二人的唯一区别在于，乙有一张馅饼的折

扣券，使用该折扣券能以 50% 的价格购买任何数量的的饼（折扣券只能使用一次），甲没有
折扣券。

(i) 计算两名消费者各自对于两种商品的最优消费量。

(ii) 假设在实际购买商品之前，甲和乙商量能否以一定的价格将乙的折扣券卖给甲。甲为
了得到折扣券最高愿意付多少钱？

(iii) 乙为了出让折扣券至少应该得到多少钱？

(iv) 乙能否与甲达成一定的协议价格从而将手中的折扣券转让给甲？

证明.

(i) 分两类情况讨论：

(a) 消费者甲面临：

max
x1,x2

√
x1x2

s.t. 10x1 + x2 ≤ 100

最优解为：

x∗
1 = 5, x∗

2 = 50.

(b) 消费者乙面临：

max
x1,x2

√
x1x2

s.t. 5x1 + x2 ≤ 100

75
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最优解为：

x∗
1 = 10, x∗

2 = 50.

(ii) 假设消费者甲最高愿意支付 w，则消费者甲购买折扣券后的效用应不低于购买折扣券

之前的效用。

max
x1,x2

√
x1x2

s.t. 5x1 + x2 ≤ 100− w

最优解为：

x∗
1 =

100− w

10
, x∗

2 =
100− w

2
.

此时，消费者甲效用为：

u甲 =

√
100− w

10
· 100− w

2
≥

√
5 · 50 =⇒ w = 100− 50

√
2 ≈ 29.3

(iii) 假设消费者乙最低愿意接受 w，则消费者乙出售消费券以后的效用应不低于出售折扣

券之前的效用。

max
x1,x2

√
x1x2

s.t. 10x1 + x2 ≤ 100 + w

最优解为：

x∗
1 =

100 + w

20
, x∗

2 =
100 + w

2
.

此时，消费者乙效用为：

u乙 =

√
100 + w

20
· 100 + w

2
≥

√
10 · 50 =⇒ w = 100

√
2− 100 ≈ 41.4

(iv) 交易无法达成，因为乙愿意接受的最低价格高于甲愿意支付的最高价格。
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小试牛刀. 一个垄断厂商生产两种产品，各自的市场需求函数为D1(p1, p2) =
3−p2
p21

, D2(p1, p2) =
3−p1
p22
，厂商的成本函数为 C(y1, y2) = y1 + y2，y1 和 y2 分别代表两种产品的销量。

(i) 请问两种商品为互补品还是替代品？

(ii) 请写出垄断厂商的利润（表示为 p1 和 p2 的函数）。

(iii) 若商品价格受到管制：政府要求 p2 = 1，p1 ∈ [0, 3]。厂商追求利润最大化目标，则 p1

应为多少？

(iv) 若厂商能让两种商品保持相同的价格，即 p1 = p2 = p，求最优价格 p。

证明.

(i) 由于商品 1 和商品 2 的需求是对称的，因此我们仅考虑商品 1。由于：

∂D1(p1, p2)

∂p2
= − 1

p21
< 0.

因此，两个商品为互补品。

(ii) 垄断厂商利润为：

π(p1, p2) =
3− p2
p21

· p1 +
3− p1
p22

· p2 − (
3− p2
p21

+
3− p1
p22

)

(iii) 根据题意，厂商选择 p1 ∈ [0, 3] 使利润最大化：

π =
2

p1
+ (3− p1)− (

2

p21
+ 3− p1)

一阶条件：
dπ

dp1
= − 2

p21
− 1− (

−4

p31
− 1) =⇒ p∗1 = 2 ∈ [0, 3].

(iv) 根据题意，厂商选择 p:

max
p

π =
3− p

p
+

3− p

p
− (

3− p

p2
+

3− p

p2
)

一阶条件：
dπ

dp
= − 8

p2
+

12

p3
=⇒ p∗ = 1.5.
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小试牛刀. 某消费者面临跨期消费选择问题。假设此消费者在今天的消费量为 c0，在明天的

消费量为 c1，两期的价格均为 1。假设该消费者今天的收入为 I0 = 100，设明天的收入为 I1。

消费者的效用函数是 u(c0, c1) = ln(c0) + ln(c1)，消费者可以选择储蓄，但不能向他人借款，

假设利率水平为 r = 0，求：

(i) 若明天的收入 I1 = 34，求此消费者的消费决策。

(ii) 若明天的收入存在两种可能，分别是 I1 = 100 和 I1 = 0，两种可能性发生的概率各为

50%，求此消费者的消费决策。

证明.

(i) 当 I1 = 34 时：

max
c0,c1

ln(c0) + ln(c1) (12.1)

s.t. c0 ≤ 100 (12.2)

c0 + c1 ≤ 134 (12.3)

对于这类问题，我们可以采用 “先忽略” 约束 (12.2)，算出最优解后验证最优解满足

(12.2) 的方法。因此，忽略约束 (12.2) 后，消费者跨期优化问题转变为：

max
c0,c1

ln(c0) + ln(c1)

s.t. c0 + c1 ≤ 134

最优解为：

c∗0 = c∗1 = 67.

(ii) 第二问咋一看比较唬人，其实仔细分析后，我们可以发现无论收入是多少，预算约束
线一定是满足的，因此自由变量 (free variable) 其实只有 c0。因此，消费者面临的问题

是：

max
c0

1

2

[
ln(c0) + ln(200− c0)

]
+

1

2

[
ln(c0) + ln(100− c0)

]
解得：

c0 =
900± 100

√
17

8

由于不能借债，因此 c0 ≤ 100，故最终 c0 =
900−100

√
17

8
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小试牛刀. 谷歌和百度在市场进行质量竞争，谷歌的质量是 r1，百度的质量为 r2。质量 r1

和 r2 介于 0 至 5 之间。谷歌的收入函数为 200
[
0.5+ 0.05(r1 − r2)

]
，成本函数为 c1 = r21；百

度的收入函数为 200
[
0.5 + 0.05(r2 − r1)

]
，成本函数为 c2 = 1.25r22。试求：

(i) 若百度收购了谷歌，那么利润最大化时的质量 r1 和 r2 分别为多少？

(ii) 若百度和谷歌进行寡头竞争，r1 和 r2 分别为多少？各自的利润分别为多少？总的质量

为多少? 和 (i) 的总质量相比如何？

(iii) 若谷歌有一个投资计划，投入 60 单位的费用进行宣传和市场推广，投资之后的市场结

构会发生变化：即谷歌的收入函数变为 200
[
0.75 + 0.05(r1 − r2)

]
，百度的收入函数变

为 200
[
0.25 + 0.05(r2 − r1)

]
，假设各自成本不变。请问谷歌会做这项投资么？

证明.

(i) 根据题意写出表达式：

max
r1,r2

200
[
0.5 + 0.05(r1 − r2)

]
+ 200

[
0.5 + 0.05(r2 − r1)

]
最优解为：

r∗1 = r∗2 = 0.

(ii) 首先考虑谷歌，然后考虑百度。

(a) 谷歌会考虑：给定 r2,

max
r1

200
[
0.5 + 0.05(r1 − r2)

]
− r21

一阶条件解得：

r∗1 = 5

(b) 百度会考虑：给定 r1,

max
r2

200
[
0.5 + 0.05(r2 − r1)

]
− 1.25r22

一阶条件解得：

r∗2 = 4

因此，π∗
1 = 85, π∗

2 = 70。总质量为 9，和 (i) 中相比质量增加。

(iii) 首先考虑谷歌，然后考虑百度。
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(a) 在花费 60 元推广后，谷歌会考虑：给定 r2,

max
r1

200
[
0.75 + 0.05(r1 − r2)

]
− r21 − 60

一阶条件解得：

r∗1 = 5

(b) 百度会考虑：给定 r1,

max
r2

200
[
0.25 + 0.05(r2 − r1)

]
− 1.25r22

一阶条件解得：

r∗2 = 4

此时，π∗
1 = 75 小于推广前的利润，因此谷歌不会推广。
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小试牛刀. 在一个完全竞争的钢铁市场，市场的需求函数为 pd = 20− q，市场的供给函数为

ps = 2 + q。炼钢企业的污染边际损耗是 MD = 0.5q。

(i) 画出需求曲线、供给曲线、边际损耗曲线以及社会的边际成本曲线。

(ii) 如果企业不对污染采取措施，那么市场的均衡价格和产量是多少？

(iii) 请问社会最优的产量是什么？相应的污染成本为多少？

(iv) 请问污染的外部性造成的社会福利损失为多少？

(v) 政府能否通过对产量征税从而达到社会最优产量水平？如果可以，如何征税？
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2017 年解
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2018 年解
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2019 年解
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Chapter 16

2020 年解
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Part III

温故知新
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第三部分涉及我们对一些知识点的总结，但需要说明的是这些总结只是非常非常简明的

总结，并不能作为入门读物使用。有一些章节我们用中文写作，有一些章节我们用英文写作。

原因在于，有一些术语不太好翻译，我们担心我们的塑料翻译会误导大家；此外在一些比较

具有技术性的话题上利用英文写作也便于读者查找文献时更容易融会贯通。

第三部分的安排如下：首先我们会为大家介绍博弈论，其中在不完全信息动态博弈我

们会重点介绍两个模型：信号博弈 (Signaling Game) 和声誉模型 (Reputation Model)。在
接下来的一章，我们会介绍垄断模型，垄断一直是光华的考点，大家千万要学扎实，学透。

然后，我们会介绍不确定性，主要是给大家介绍保险模型。最后，我们会为大家介绍一个

Herstein-Milnor Theorem，这个定理不要求大家掌握，因为这个定理只是为期望效用理论奠
基，也就是因为这个定理的存在，我们才可以用

∑
i u(ai)p(ai) 来代表期望效用。

我们力图使用最基础的工具来讲解这些模型，因此大家不必害怕其中的数学。根据我们

的经验，您只需要掌握基础的微积分和概率论即可。



Chapter 17

博弈论

我们希望利用本章为大家提供一个（最入门的）博弈论介绍。[1] 和 [6] 是非常棒的参考
书。博弈论，乍一听仿佛学会了就能在各种游戏中博得先机，实际上博弈论研究的内容并非

“如何帮助你在游戏中赢得成功”（不然经济学家还教书干嘛，直接去赌博算了），而是研究
“一旦实现可某种可能的情况，这个情况就会维持下去，谁也不会改变自己的行动。”而这些
可能的情况，就被经济学家称为 “均衡”。

17.1 完全信息静态博弈

完全信息静态博弈是最基本的一种模型。其中：

(i) 完全信息：指的是这个模型中的游戏参与者知道自己和所有人在各种战略组合下的报
酬；

(ii) 静态博弈：指的是这个模型中的游戏参与者在选择自己的战略时，不知道其他人选择
的战略。

在给出正式定义之前，我们先提供一个完全信息静态博弈的例子。

李雷

韩梅梅

互相揭发 死不承认
互相揭发 (-5,-5) (0,-10)
死不承认 (-10,0) (-1,-1)

图 17.1: 囚徒困境

假设李雷、韩梅梅盗窃出版社英语教材被警方抓获。警方分别对二位家喻户晓的人物进
行审讯：

(i) 若你们二位都互相揭发对方，则各判有期徒刑 5 年；

88
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(ii) 若一方揭发对方，另一方死不承认，则揭发方无罪释放，被揭发方判 10 年；

(iii) 若双方都揭发对方（友谊的小船这不就翻了），则各判 1 年。

该博弈是完美信息，因为李雷和韩梅梅都知道对方在各种情况下的效用；该博弈也是静

态的，因为李雷的韩梅梅在选择 “互相揭发” 和 “死不承认” 的时候，并不知道对方选的是什
么。

结果 17.1. 李雷和韩梅梅会相互揭发。我们首先考虑李雷的想法：如果韩梅梅选择互相揭
发，那我（李雷）也会选择互相揭发；如果韩梅梅选择死不承认，那我选择互相揭发。所以，

无论韩梅梅怎么选，我李雷都会选择互相揭发。站在韩梅梅的角度来想，无论李雷怎么选，

韩梅梅也会选择相互揭发。在这里，（相互揭发，相互揭发）就是一个纳什均衡。

在给出纳什均衡的定义之前，我们要明确一个重要的概念：战略。战略是参与人在各种

情况下的选择，听起来很拗口，实际上不难理解，请注意下面的两个例子。

例 17.1 (战略的例子).

(i) 第一个例子：在我们的李雷、韩梅梅偷书博弈中，“互相揭发”和 “死不承认”分别是李
雷和韩梅梅的一个战略。

李雷

韩梅梅

互相揭发 死不承认
互相揭发 (-5,-5) (0,-10)
死不承认 (-10,0) (-1,-1)

图 17.2: 囚徒困境

(ii) 第二个例子：假设男生把女生惹生气了，男生如果认错，那么博弈结束；男生如果选
择吵架，女生可以选择拌嘴或者原谅，博弈则结束。

在这个例子中，男生的战略有 “吵架” 或 “认错”，女生的战略有 “当男生选择吵架时，
我选择拌嘴” 和 “当男生选择吵架时，我选择原谅”。

我们给出纳什均衡的定义。

定义 1 (纳什均衡). 战略组合 s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
n) 是纳什均衡，如果对于每一个参与人 i，s∗i 是

给定其他参与人选择 s∗−i = (s∗1, . . . , s
∗
i−1, s

∗
i+1, . . . , s

∗
n) 下参与人 i 的最优战略，即：

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i), ∀si ∈ Si.

从直觉上看，纳什均衡是所有参与人选择的战略的组合，在这个组合下，每个人都没有

动机改变自己的战略，因此我们说这个战略组合是一个均衡。
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拌嘴 原谅

吵架 认错

男朋友

女朋友 (0, 0)

(−1,−1) (1, 1)

图 17.3: 吵架博弈

17.1.1 古诺模型

为了让读者对纳什均衡有一个更深刻的印象，我们考虑下面这个模型：

(i) 两个相同的公司；

(ii) 每个公司的成本函数是：C(qi) = cqi, c ≥ 0, i = 1, 2；

(iii) 市场的需求函数是：p = a− bQ，此时 Q = q1 + q2。

该模型的纳什均衡是什么？首先，纳什均衡是各个参与人战略的组合，因此我们要明确参与

人的战略。在这个模型中，参与人的战略是产量选择 q。我们站在公司 1 的角度考虑问题：

公司 1 在想什么？ 公司 1 会想：如果公司 2 生产 q2，那我生产多少 q1 可以最大化我的利

润？因此，公司 1 的目标是：

max
q1

(a− bq1 − bq2 − c)q1 =⇒ q∗1 =
a− bq2 − c

2b

这说明，如果公司 2 生产 q2，那我就生产 q∗1 = a−bq2−c
2b
，这是符合直觉的，因为当我的平均

成本 (c) 增加时，给定 q2，最优的 q∗1 会降低；q2, a 对 q∗1 的影响同理。由于公司 1 和公司 2
是对称的，因此从公司 2 的视角看，当公司 1 生产 q1 时，公司 2 的最优产量为：

q∗2 =
a− bq1 − c

2b

结果 17.2. 古诺模型的纳什均衡是：(q1, q2) = (a−c
3b

, a−c
3b

)。因为给定公司 2 生产 a−c
3b
时，公

司 1 生产 a−c
3b
是最优的；给定公司 1 生产 a−c

3b
时，公司 2 生产 a−c

3b
是最优的。
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q2

q1

q∗2(q1)

q∗1(q2)

纳什均衡：(a−c
3b , a−c

3b )

图 17.4: 古诺模型的纳什均衡

17.2 完全信息动态博弈

纳什均衡看起来非常合理，但实际上也有不太准确的时候。我们考虑下面这个例子：一

个垄断者垄断一个市场，一个潜在的竞争者考虑是否进入市场。若竞争者放弃竞争（不进

入），双方的支付为 (1
2
, 1)，垄断者获得 1。若竞争者进入市场后，垄断者选择斗争或容纳。

斗争带来的支付为 (0, 0)，容纳带来的支付为 (1, 1
2
)。用博弈树表示：

不进入

斗争 容纳

进入

竞争者

( 1
2
, 1)

垄断者

(0, 0) (1, 1
2
)

17.3 不完全信息静态博弈

17.4 不完全信息动态博弈

17.5 Signaling Game

17.6 Reputation: Chain-Store Paradox

17.7 习题



Chapter 18

价格策略

在本章，我们会对具有市场势力的厂商定价行为进行回顾。

18.1 垄断定价：一般模型

考虑一个具有垄断力量的厂商，她面临的市场需求为 p = a− bq。她的成本函数为 c(q)。

垄断力量使得该厂商可以 “随意” 选择价格和产量。

p

q

pm

qm

图 18.1: 市场需求: p = a− bq

假设该厂商选择产量 qm，厂商为了把 qm 全部卖出去，可以收取的最高价格是 pm，因

为任何 p > pm 都会导致消费者的需求量少于 qm。并且注意到，给定产量 qm，单价越高，厂

商利润越大。因此，厂商面临的最优化问题为：

max
p,q

pq − c(q)

s.t. p = a− bq
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因此，该最优化问题化简为：

max
q

p(q)q − c(q) =⇒ p′(q)q + p(q) = c(q).

这就是我们熟悉的 “边际收益” 等于 “边际成本” 条件。

18.2 二级价格歧视：两类消费者模型

在现实生活中，我们常常可以看到同一个产品以不同的形式出售（如头等舱和经济舱、

GTA 的豪华版与普通版）。本节试图对这种现象进行刻画，本节的模型可以参考 [7] 和 [4]。
考虑如下模型：市场上有两类消费者，一类是高需求 θH，另一类是低需求 θL。对于任

意价格，消费者的效用函数是：u(q) = θ · v(q)− p。其中，v′(q) ≥ 0, v′′(q) ≤ 0。θH , θL 是消

费者的私人信息，厂商不知道。厂商试图通过菜单：(TH , qH), (TL, qL) 的方式最大化期望利

润，其平均成本为 c。

因此，厂商面临的最优化问题为：

max
pH ,pL,TH ,TL

λ(TH − cqH) + (1− λ)(TL − cqL)

s.t. θHv(qH)− TH ≥ 0 (PC1)

θLv(qL)− TL ≥ 0 (PC2)

θHv(qH)− TH ≥ θHv(qL)− TL (IC1)

θLv(qL)− TL ≥ θLv(qH)− TH (IC2)

四个约束的经济学意义如下：

(i) PC1 和 PC2：两类消费者愿意接受提供给她们的菜单，即消费者若接受菜单：价格 T

和消费量 q，其效用至少和不买的效用是一样的。

(ii) IC1 和 IC2：两类消费者购买为自己设计的菜单是最优的。即高需求者不会主动选择
TL, qL，低需求者以此类推。

结果 18.1. 在最优菜单下：高需求者的约束中 PC1、IC1 至少有一个约束是紧约束（也就是
等号成立）；低需求者的约束中 PC2、IC2 至少有一个约束是紧约束。

证明. 我们先观察高需求者。假设 PC1、IC1 都是松弛约束（不等号成立），则厂商总可以增
加 TH 来增加总利润；低需求者同理。

结果 18.2. 在最优菜单下，PC1 和 PC2 至少一个是紧约束。
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证明. 假设在最优菜单下，四个约束严格成立，即：

θHv(qH)− TH > 0 (PC1)

θLv(qL)− TL > 0 (PC2)

θHv(qH)− TH > θHv(qL)− TL (IC1)

θLv(qL)− TL > θLv(qH)− TH (IC2)

厂商可以增加 TH 和 TL 相同单位，比如同时增加 1 元，这样 IC1 和 IC2 约束依旧成立，并
且 PC1 和 PC2 会有至少一个约束先变为等号。因此，PC1 和 PC2 至少一个是紧约束。

结果 18.3. 在最优的菜单下：IC1 是紧约束，也就是 θHv(qH)− TH = θHv(qL)− TL。

证明. 在最优的菜单下，IC1 和 PC2 成立，则：

θHv(qH)− TH ≥ θHv(qL)− TL (IC1)

=⇒ θHv(qH)− TH > θLv(qL)− TL (θH ≥ θL)

=⇒ θHv(qH)− TH ≥ θLv(qL)− TL ≥ 0. (PC2)

因此 PC1 并非紧约束，由结果18.1可得 IC1 为紧约束。

推论 18.1. 在最优菜单下：PC2 是紧约束。

证明. 由上一结果证明过程可知，若 PC1 是紧约束，则:

0 = θHv(qH)− TH > θLv(qL)− TL.

基于以上的观察，我们将厂商的问题化简为：

max
pH ,pL,TH ,TL

λ(TH − cqH) + (1− λ)(TL − cqL)

s.t. θLv(qL)− TL = 0 (PC2)

θHv(qH)− TH = θHv(qL)− TL (IC1)

最优解为：

θHv
′(q∗H) = c, θLv

′(q∗L) =
c

1− 1−λ
λ

θH−θL
θL

.
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18.3 习题

习题 1 (具有承诺力的两期垄断者). 考虑如下垄断定价问题：一个垄断厂商需要在 t = 1, 2

两个阶段定价：p1, p2。市场有大量买者 N，买者对产品的效用为：v− p。v 是买者的私人信

息，但是垄断厂商认为对于每一个买家，其价值 v 服从均匀分布，也就是：v ∼ U(v1, v̄1)。该

厂商具有承诺力，即：厂商承诺出价 p1, p2，则在第一阶段和第二阶段的价格就是 p1 和 p2。

试求厂商的最优价格 p∗1, p
∗
2。

习题 2 (缺乏承诺力的两期垄断者). 考虑如下垄断定价问题：一个垄断厂商需要在 t = 1, 2

两个阶段定价：p1, p2。市场有大量买者 N，买者对产品的效用为：v − p。v 是买者的私人

信息，但是垄断厂商认为对于每一个买家，其价值 v 服从均匀分布，也就是：v ∼ U(v1, v̄1)。

该厂商缺乏承诺力，即：厂商承诺出价 p1, p2，但消费者不相信。试求厂商的最优价格 p∗1, p
∗
2。

习题 3 (甄别劳动力). 假设你是一名公司 HR 负责招聘工作。市面上有两类劳动者，一类是
高技能 θH，一类是低技能 θL，劳动者的生产函数为：f(θ, l) = θl，l 是工作量，高技能劳动

者占比为 λ。劳动者效用函数为：u(θ, w, l) = θw−
√
l，w 是工资。设产品的价格为 1。尝试

设计最优的合同：{(wH , lH), (wL, lL)}。



Chapter 19

逆向选择与道德风险：保险市场

本章的参考文献是 [5]。

19.1 保险市场的逆向选择

19.2 保险市场的道德风险

19.3 习题
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Chapter 20

冯诺依曼·摩根斯坦定理

我们希望用本章让大家理解为什么可以用
∑

a u(a)p(a)来表示我们对于不确定性事件的

偏好。本章的参考文献是 [3]。我们在日常生活中会面临很多不确定性，但是在这些偏好中
我们应该如何做出选择？我们在这一节解决这个问题。我们给出一个简单的例子辅助大家理

解我们在这一章在做的事。考虑以下两件事：

▶ 事件 A：明天下雨的概率是 30%，不下雨的概率是 70%;

▶ 事件 B：明天下雨的概率是 50%，不下雨的概率是 50%。

如果决策者本身就不喜欢下雨，那么在这两件事中，她更喜欢哪件事呢？1直觉上来讲她会

更喜欢事件 A。换句话讲，如果下雨给她带来的支付是 −1，不下雨给她带来的支付是 1，那

么我们可以猜测事件 A 给和 B 决策者带来的（期望）支付是：

EUA = 0.3 ∗ (−1) + 0.7 ∗ 1 = 0.4

EUB = 0.5 ∗ (−1) + 0.5 ∗ 1 = 0

但现在问题来了，为什么这两个事件的期望效用不能用类似于：

EUA = 0.3(−1) + 0.71 = 0.4

EUB = 0.5(−1) + 0.51 = 2.5

来表示呢？我们在这一小节要解决的就是这个问题：期望效用总是可以表示为：
∑

x∈X p(x)u(x)

的形式。在证明这件事之前，我们要先引入彩票 (lottery) 这个概念。

定义 2 (彩票集合). 考虑有限集合 X = {x1, . . . , xn}，则彩票集合为：

C(X) = {(p1, . . . , pn) ∈ Rn
+ :

n∑
i=1

pi = 1}

1也就是把事件对应的效用放到对应概率的指数位置。
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因此彩票集合中的任何一个元素都对应集合 X 所有元素的一个概率。

注 1 (彩票集合的一个特征). 彩票集合的一个特征是其凸性（convexity）。也就是任意 p, q ∈
C(X) 和任意 α ∈ (0, 1)，我们有：

αp+ (1− α)q =
(
αp1 + (1− α)q1, . . . , αpn + (1− α)qn

)
∈ C(X)

我们将 αp+ (1− α)q 简记为 pαq。

定理 20.1 (冯诺依曼和摩根斯坦定理). 在彩票集合 C(X) 上的偏好 ≿ 满足 vNM 公理当且
仅当存在一个效用函数：u : X → R 代表这个偏好 ≿。其中，vNM 公理为：

(i) 理性偏好：≿ 是完备的、传递的；

(ii) 独立性偏好：任意 p, q, r ∈ C(X) 和 α ∈ (0, 1)，p ≿ q 当且仅当 pαr ≿ qαr;

(iii) 连续性偏好：对于任意 p, q, r ∈ C(X) 满足 p ≻ q ≻ r，则存在 α, β ∈ (0, 1) 使得

pαr ≻ q ≻ pβr。

此外，效用函数 u : X → R 代表偏好 ≿ 的意思是：对于任意 p, q ∈ C(X)

p ≿ q 当且仅当
n∑

i=1

piu(xi) ≥
n∑

i=1

qiu(xi)

证明. 我们不证明该定理，但感兴趣的读者可以在 [2] 中找到该定理的证明。

20.1 习题
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